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DOMAINES D’INJECTIVIti DE L’APPLICATION 
EXPONENTIELLE 
MICHEL LAZARD et JACQUES TITS 
(Receitwd 23 Seprember 1965) 
SOIENT G un groupe differentiable t g son algebre de Lie. On Fait que l’application ex- 
ponentielle expc : g -P G est injective SW les voisinages de zero assez petits. Le thtorcme 
que nous dtmontrons pkcise quels voisinages peuvent &re consider&. 
Tout d’abord nous introduisons sur I’algebre de Lie g une norme admissible (1 S), 
puis now faisons sur G l’hypothtse suivante (toujours verifiee pour un groupe de Lie 
simplement connexe): le centre connexe Ze,(G) est simplement connexe. Alors la restric- 
tion de exp, a la boule ouverte de rayon IT centree a l’origine est injective. Pour cette 
formulation, la constante x est “la meilleure possible” (2.4); toutefois, si G est suppose 
simplement connexe et de dimension finie, elle pent etre remplacke par 271 (2.5). 
La proposition (3.5) prtsente un certain inter&t propre, si elle n’est pas deja connue. 
(1.1) Norms et boules 
$1. NOTIONS GfiNfiRALJCS 
La noxme d’un Clement x d’un espace de Banach E sera notee simplement 1x1. Pour 
tout nombre r > 0, l’ensemble des x E E verifiant 1x1 < r sera note B(E, r). 
(12) VariMs 
Nous considbons seulement des varittes indtfiniment differentiables (ou Cm), separ&s 
et banachiques [l, 21. Elles s’obtiennent en “recollant” des ouverts d’espaces de Banach 
rkels au moyen de diffeomorphismes C”. Bien entendu, ces varittks peuvent &tre de 
dimension finie. Les hypothbes de paracompacite sont ici superflues. 
(1.3) Gropes diiT&entiablesf 
Un groupe differentiable G est un ensemble muni d’une structure de groupe (note 
multiplicativement) et dune structure de variete. Le produit (resp. l’inverse) d&nit une 
application C” de G x G (resp. de G) dans G. 
t On pourra consulter M. Lazard: Lecons de calail differentiel et intCgra1 (a paraltre). 
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(1.4) Alghbres de Lie 
L’algebre de Lie g d’un groupe differentiable st, en tant qu’espace vectoriel, l’espace 
tangent a G en son element neutre cc. A tout x E g correspond, par translations, un champ 
de vecteurs invariant a gauche sur G. Le crochet de Lie des champs associes a deux vecteurs 
_Y, y E g est un champ de vecteurs invariant a gauche. II est done associe a un element de 
g, note [x, y], et dit crochet de x, y. 
(1.5) Normes admhibles sur une alg2bre de Lie 
Now appelons norme admissible sur une algebre de Lie rkelle g une norme x H 1x1 qui 
fait de g un espace de Banach et verifie la relation 
(1.5’) trx, VII I IA* lul pour tous x, y E g. 
Pour x E g, notons ad x l’endomorphisme de g deflni par (ad x) Q = [x, y]. La 
relation (1 .S’) Cquivaut a 
(1.5”) lad xl S I4 pour tout x E-g, 
en prenant la norme canonique sur l’espace de Banach Y(g) des endomorphismes continus 
de g. 
L’algebre de Lie dun groupe differentiable est dotee naturellement d’une famille de 
normes, deux a deux Cquivalentes, parmi lesquelles il y a des normes admissibles. 
(1.6) Application exponentielle 
Soient G un groupe differentiable, et g son algebre de Lie. L’application exponentielle 
exp,: g + G est definie par la propriCtC suivante: pour tout x E g, l’application t wexpo tx 
est un homomorphisme continu du groupe additif R dans G, dont la “vitesse” a l’origine 
est le vecteur x. 
L’application exp, est Cm. Sa restriction a un voisinage ouvert U de 0 E g, suffisamment 
petit, est un diffeomorphisme C” sur l’image exp, U. 
(1.7) Gas du groupe Lidaire 
Le groupe GL(E) des automorphismes lineaires d’un espace de Banach E est une 
partie ouverte de l’algebre de Banach 9(E) des endomorphismes continus de E. Cette 
inclusion definit la structure differentiable de GL(E). L’algtbre de Lie de GL(E) s’indentifie 
avec Y(E); le crochet est dtflni par [x, JJ] = XJ’ - yx, et I’application exponentielle par la 
serie classique exp x = X (n!)- ‘9. 
?lCN 
(1.8) Reprkentation adjointe 
A tout Clement p d’un groupe differentiable G correspond l’automorphisme interieur 
4 +pqp-l de G. L’application tangente de cet automorphisme n l’element neutre ec est 
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un automorphisme de g, not6 Ad p. Si p = expGx, pour un CICment x E g, alors Ad p est 
Sexponentielle de ad x E:z(g). Autrement dit, 
(1.8’) Ad exp,x = expGLfe, ad x. 
(1.9) CelltIes 
Soient G un groupe difftkentiable t g son algkbre de Lie. Nous notons z(G) le centre 
de G, E,(G) le “centre connexe” de G, c’est-&dire la composante connexe de cG dans s(G), 
et T(g) le centre de g, c’est-g-dire l’ensemble des x E g tels que ad x = 0. Les groupes 
s(G) et s,(G) sont fern& et distinguCs dans G. 
Soient x, y E g. L’kgalit6 suivante B lieu db que l’un des deux 61Cments x ou y appar- 
tient g a(g): 
(1.9’) eXpG(x + y) = (exPti)(eXPGY). 
SUppOSOUS G connexe. Alors T,-,(G) est l’image de l(g) par l’application exp@ et 
pour tout voisinage U de Ed dans G, suffisamment petit, 
(U.zO(G)) n s(G) = lo(G). 
(1.10) Groupes implement coxmexes 
Un groupe diffdrentiable G est dit simplement connexe s’il l’est en tant qu’espace 
topologique. Cela Cquivaut g dire que G est connexe et que tout homomorphisme continu 
rp : g -, Ij de son alg&bre de Lie g dans l’alghbre de Lie I) d’un groupe diffkrentiable H est 
l’application tangente en eG d’un homomorphisme C” de G dans H (univoquement dCter- 
mink par cp). 
(1.11) Groupes commutatifs 
L’algkbre de’ Lie g d’un groupe commutatif diffkentiable G est abklienne (i.e. a un 
crochet nul>. L’appkatiOn eXpG eSt dOrS un homomorphisme, d’aprb (kg’), surjectif 
si G est connexe. Pour que G soit simplement connexe, il faut et il suffit qu’il soit connexe 
et que le noyau de exp, se r&duke a (0). Le groupe multiplicatif G est alors isomorphe au 
groupe additif g. 
(1.12) 
En particulier, ou bien le centre connexe so(G) d’un groupe diffkrentiable connexe 
G est simplement connexe, ou bien il existe c E z(g), c # 0, tel que expGc = &G, auquel cas 
g’,(G) contient un sous-groupe isomorphe & R/Z (I’image de R. c par exp,). 
$2. @.NONCl? DU TH~OR&MJZ; CAS DES GROUPES DE DIMENSION FINIE 
(2.1) TI&OR~ME. Soient G un groupe diflrentiable connexe et g son algPbre de Lie. 
Le.9 trois propriMs suivantes sont kquivalentes. 
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(i) Le centre connexe 9’,(G) est simplement connexe. 
(ii) Quelle que soit la norme admissible choisie sur g, la restriction de exp, ci la bouie 
B(g, x) est injective. 
(iii) II existe un nombre reel r > 0 tel que, quelie que soit la norme admissible choisie 
sur g, la restriction de exp, d la boule B(g, r) soit injective. 
(2.2) 
Dans le cas de la dimension finie, ces proprittes sont drifiees par les groupes de 
Lie semi-simples, puisque le centre connexe d’un tel groupe est r&uit a l’element neutre. 
(2.3) 
Elles sont Cgalement v&ifiCes par tout groupe de Lie simpkment connexe. Le fait que 
le centre connexe d’un groupe de Lie simplement connexe est lui-mi?me simplement connexe 
peut s’etablir en utilisant le theoreme de Levi-Malcev, mais la demonstration suivante 
est plus instructive. 
Soient G un groupe differentiable simplement connexe et g son algebre de Lie. Si 
I,(G) n’est pas simplement connexe, ii contient un sous-groupe S isomorphe a R/Z, et 
S = exp,D, oti D est une droite contenue dans g(g), d’apres (1.12). Formons le produit 
G’ = G x G dont I’algebre’ de Lie g’ s’identifie a g x g. Alors G’ est simplement connexe, 
le groupe I,(G’) contient le tore S x S, et le centre f2”(g’) contient une droite D’ telle que 
exp,. D’ Soit un sow-groupe central a un paramttre, non fermP. On en deduit que l’algebre 
de Lie quotient g’/D’ n’est associke a aucun groupe differentiable (Douady), ce qui est 
impossible dans le cas de la dimension finie. 
(2.4) 
Soit g une algebre de Lie de dimension 3 possedant une base (x, y, z} telle que 
[x, Yl = ez avec E = 0, + 1 ou - 1, 
Iv, 4 = x, 
[A 4 = Y, 
et soit G le “groupe adjoint” de g, c’est-a-dire le sous-groupe de GL(g) engendre par les 
automorphismes de g de la forme exp ad u (u E g). Si E = 1, g est done I’algebre du produit 
vectoriel et G est isomorphe au groupe SO,(R); si E = - 1, G est isomorphe a I?&(R); 
enfin, si E = 0, G est resoluble, isomorphe au groupe des deplacements du plan euclidien. 
La norme definie dans g par 
lax + bY + czl’ = a2 + b2 + c2 (a, b, c E R) 
est admissible. Or on a 
exp,lrz = exp,( - nz), 
et 
l7rzl = I-nzl = II. 
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Cet exemple montre que la borne suptrieure de r fournie par le (ii) de I’tnoncC ne peut 
pas 6tre ameliorbe. 11 n’en est toutefois plus ainsi lorsqu’on se restreint g la consideration 
de groupes simplement connexes de dimension finie: 
(2.5) PROPOSITION. Si G est un groupe de Lie simplement connexe, la restriction exp, ci 
la boule B(g, 2x) est injective. 
f43. MINCI-IONS ANALYTIQUES INJECTIVES DANS LES ALGtiBFtJIS DE BANACH 
(3.1) Notations 
Soit r un nombre >O. Notons H l’ensemble des fonctions a valeurs complexes holo- 
morphes sur le disque B(C, r). Un element f e H est don& par sa serie de Taylor 
f(z) = Z,n/. Pour toute algebre (associative) de Banach complexe A, la m&me serie 
d&nit une application de B(A, r) dans A, que nous noterons fA. L’ensemble des fonctions 
fA, pour f e H, est une algtbre de fonctions que nous noterons I-I*. 
(3.2) 
La correspondance f A fA est un homomorphisme d’algebres H -+ HA. En particulier, 
si P est un polynome (en une lettre, a coefficients complexes), (P Of)A = PA O fA. 
(3.3) Iokgalit6s de Cm&y-Liouville 
Soient f e H, et p un nombre tel que 0 < p < r. Posons 
M(P) = , , =~l,pEclf(z)I. 
= * 
Les coefficients a, de la strie de Taylor de f vtrifient les inegalites 
Mp” s M(P) pour tout n E N. 
Nous avons done, pour tout element z d’une algebre de Banach complexe Aqutele lzl< p, 
I_lxz)lS M(d(l -g-l. 
(3.4) 
Si une suite d’elements f'"' E H converge vers .fe H, uniformCment sur tout compact 
contenu dans B(C, r), alors la suite f'") converge vers fA dans HA (pour toute algebre A), 
uniformement sur toute boule B(A, p) de rayon p c r. 
(3.5) PROPOSITION. Si la fonction f E H est injective, alors, pour toute alg6bre de Banach 
A, fA est injective. 
Notons A l’image du disque B(C, r) par l’application 5 Le domaine A est simplement 
connexe et il existe, par hypothtse, une fonction holomorphe g : A + B(C, r) rkiproque de f. 
D’aprbs le thkoreme de Runge, nous pouvons choisir une suite de polynomes PC”) qui 
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converge uniformtment vers g sur tout compact de A. La suite des fonctions P(“) 0 f E H 
converge uniformement vers l’identite sur tout compact de B(C, r). Par consequent la 
suite des fonctions PA (“) 0 fA = (P(“) 0 f )A E HA converge uniformCment vers l’identite sur 
tome bottle B(A, p) de rayon p < r, ce qui implique l’injectivitt de fA. 
(3.6) Extension aux alg*bres de Banacb r6elles 
Soit A une algebre de Banach reelle. Construisons l’algebre complexifk A’ = C @ A, 
R 
dont les elements ’ecrivent x + iy (x, y E A; i = ,_/I 1 E C), et faisons de A’ une algebre 
de Banach complexe en d&inissant sa norme par 1.x + iy[ = 1x1 + Iyl. Si f E H a ses coef- 
ficients de Taylor reels, nous pouvons lui associer la fonction analytique fA, restriction de 
fA,. Si f est injective fA, l’est aussi (3.9, et ii en est de mtme de fA. 
(3.7) COROLLAIRE. Dans toute alg8bre de Banach associative A, rPelIe ou complexe, la 
fonction exponentielle est injective sur la boule B(A, 7~). 
~MODIFKATIONDELANORMED'UNE ALGEBREDELIE 
PROPOSITION. Soient, comme en (1 S), g une algkbre de Lie munie d’une norme admMble, 
r un nombre r&e1 >O, et c un Plkment non nul du centre .2’(g). Alors il existe une norme 
admissible x H Ixll, kquivalente h la norme don&e, telle que lcll < r. 
Notons D la droite R.c de g, et posons 
P(X) = inf Iyl pour tout x E g. 
yex f D 
Alors p(c) = 0 et p(x) 5 1x1 pour tout x E g. 
De I’identiti 
[x + D, Y + Dl = {Lx, ~11 CT Y E 9) 
il resulte que, pour tous x, y E g, 
I I-% Yll s P(X) * P(Y). 
A fortiori, 
(4.1) I[x, Yll s p(x) * IYI 
et 
(4.2) p([x, YI) 5 P(X) * P(Y). 
Soit p un nombre vtriftant 0 c p.lcl < r. Posons, pour x E $1, 
Ix/1 = p(x) + PM. 
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Comme p est une semi-norme, 1 II est une norme sur g, equivalente a I I d’apres la 
relation 
PM 6 I& s (1 + P)lXl. 
Pour verifier que 1 iI est admissible, il suffit d’utihser (4.1) et (4.2). Enlin, lclt = plcl 
c I, ce qui acheve la preuve. 
(5.1) (i) * (ii) 
$5. PREUW DU mOR&ME 
Supposons g munie d’une norme admissible, et soient x, y E g, avec 1x1 < n et Iyl < IL, 
xfy,expGx = expGy. Alors Ad expcx = Ad expcy, d’ou, d’apres (1.8’) 
exp ad x = exp ad y. 
Comme la norme est admissible, lad xl c n et lad yl < ?L dans l’algebre de Banach 
9(g), de sorte que, vu (3.7), 
adx=ady. 
Autrement dit, 1’8Cment z = y - x appartient a E(g) et il r&de de (1.10’) que 
expGy = expG(x + z) = (expGx)(expGz). 
La relation exp,x = expc y tquivaut done a exp, z = &G. Puisque’ z est un element non nul 
de E(G), ceci implique que .ZJG) n’est pas simplement connexe, d’apres (1.11). 
(5.2) (ii) 3 (iii). Evident. 
(53) (iii) =+ (i) 
Supposons qu’il existe un nombre r comme en (iii), mais que 9,(G) ne soit pas simple- 
ment connexe. Alor& d’aprb (1.12), il existe c o a(g), c # 0, tel que exp, c = &i. D’apri;s 
(4.1), nous pouvons trouver une norme admissible I II sur g telle que lclr < r. La restric- 
tion de exp, a B(g, r) n’est alors pas injective, ce qui contredit l’hypothbse faire sur r. 
$6. PREUVE DE LA PROPOSITION (2.5) 
(6.1) LEMME. Soient G un groupe di#&entiable, g son alg6bre de Lie et x, y E g. Si 
expGx = exp,y et 1x1 < 27 alors [x, y] = 0. 
Soit h le sowespace vectoriel de g des points fixes par expGLce, ad x, et soit 2fla 
restfiction de ad s a h, de sorte que exp,(fi,2f= &GL[fi) et expGur],f= expG,($,( -f). Daprts 
(l.Y), IfI < II, 11 resulte alors de (3.7) quef’= 0, done que [x, y] =f(y) = 0. 
(6.2) LEMME. Toute fonction linkaire non tulle d valeurs entikres sur le rheau des poids 
d’tme algsbre de Lie complexe semi-simple prend une valeur 2 2 en I’une au moins des racines. 
Soit f la fonction. Fixons un ordre sur le reseau des poids de telle sorte que f soit 
positive sur l’ensemble des poids positifs. Soient tll, . . . . rl ies racines simples pour cet 
ordre. soitf, (i = 1, . . . I, ) la fonction lineaire dtfinie parfi(crj) = 6ij (symbole de Kronecker), 
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et soit jf = c ciai la racine dominante. Supposons que f(p) $ 1. Alors, puisque f(a3 2 0, 
il existe un indicej tel que f = fj et Cj = 1. Or il est connu que les fonctionsfj correspondant 
aux indices j tels que Cj = 1 forment avec 0 un systeme de representants du groupe des 
coracines modulo le groupe des copoids. 11 y a done contradiction, resultant de I’hypothise 
fcl.4 5 1. 
(6.3) LEMME. Soit G un groupe de Lie simplement connexe dont I’algPbre de Lie g est 
dot&e d’une norme admissible, t soit x un t%!ment de g tel que 1x1 -C 4n et exp, x = .sc. Alors 
X= 0. 
Soient R le radical de G et r son algebre de Lie. Posons H = G/R et h = g/r. Les 
groupes R et H sont simplement connexes. Soit y l’image canonique de x dans I) et soit 
y = y, + y. (y, semi-simple, y. nilpotent, Iv,, y,] = 0) sa decomposition de Jordan. De la 
relation exp,x = sc, il resulte que exp, y = exp, y, *exp, y. = .sH, done que exp, ys = exp, y, 
= En. En particuher, y, = 0, et y = ys. En outre, pour tout poids o de lj (relatif a une 
algebre de Cartan contenant ~3, o(yJ est un multiple entier de 2n,/7 D’autre part, 
l’hypothese 1x1 < 412 et la relation (1.5”) entrainent que toutes les valeurs propres de ad ys 
sont en module strictement inferieures a 472. I1 resulte alors du lemme (6.2) que pour tout 
poids o, CD@,) = 0, c’est-a-dire que ys = 0, et par consequent x E r. Si x n’etait pas nuf, le 
sous-groupe exp,Rx de R serait isomorphe a R/Z, ce qui est impossible car un groupe 
resoluble simplement connexe ne peut contenir un sous-groupe compact in&i. 
(6.4) 
Soient G et g comme dans l’enonce de la proposition (2.5), et soient x, y E B(g, 2lr) 
tels que exp,x = exp, y. Posons z = .Y - y. D’apris le lemme (6.1), [x, y] = 0, done 
(1.9’) expcz = (exp, ;r)(exp, y)- ‘. Or ]zl s lx I + Iyl < 4n. I1 resulte alors du lemme (6.3) 
que z = 0, et x = y, ce qui prouve (2.5). 
(6.5) Remarque. Les settles proprietes de G utilisees dans la preuve de (6.3) sont la 
simple connexite de son radical R et le fait que G/R est un revetement d’un groupe algibrique 
simplement connexe en tant que groupe algkbrique. La proposition (2.5) reste done valable 
sous ces hypotheses plus g&kales. 
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